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「置換―反転群と分子内大振幅振動」 における訂正 

 

訂 正 箇 所 訂正内容 

表紙の次のページ  目次を挿入 

1ページ  続編の内容に関する記述を削除 

6ページ 式[4.1]の後 χ,θ,φ の定義に対する文言を改訂 

8ページ 式[4.6] π−χ の後の余分な,を削除 

9ページ 式[4.11]の 1行前 

式[4.11] 

式[4.12]の 1行前 

式[4.12] 

Gを Tに、αをΓに変更 

11ページ 表 4.2の直下 [4,10]を[4,11]に、[4,11]を[4,12]に訂正 

11ページ 式[4.15] Gを Tに変更 

11ページ 式[4.16] Gを Tに変更 

13ページ 式[4.20]の 2行前 NH3をNH3に訂正 

14ページ 式[4.25]の 2行後の式 式番号[4.25]を削除し、[4.26]に訂正 

15ページ 二つ目の[4.27] 式番号を[4.28]に訂正 

15ページ 式番号[4.28] 式番号を[4.29]に訂正 

15ページ 式[4.30] 1行目の最後の|1>を|2>に訂正 

16ページ 式[4.32]の 2行後 [4.27]を[4.28]に訂正 

22ページ 式[6.6] <1|hj|1>newの後に- を入れる 

33ページ 8. メチル基内部回転….の節の 10

行目 

tuuneling matrx を tunneling matrixに訂正 

42ページ 表 8.5の 2行後 [8.33], [8.34]を[8.32], [8.33]に訂正 

(ページは改訂版におけるものである) 
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はじめに 
 

対称性という観点から分子の運動を記述するために「群論」が用いられる。平衡状態

の分子の形状に着目して、「点群」が分子分光学に導入されたことは広く知られていると

ころである。 分子の中には大振幅振動と呼ばれる 複数の同等な平衡配置の間を行き来

するような運動を行うものがある。このような場合をも扱えるような「群論」として、

1960 年に H. C. Longuet-Higgins により導入されたのが「置換―反転群」である（Mol. Phys. 
6, 445-460 (1963)）。この「置換―反転群」に関して詳しく述べられた著書としては、
Philip R. Bunker and Per Jensenにより著された“Molecular symmetry and spectroscopy”があ
ることは高分解能分子分光学研究者にはよく知られている。本稿は短いものではあるが、

J. T. Hougenとの共同研究を通して大振幅振動を行う分子の高分解能スペクトルのための
フォーマリズム構築とその解析に携わってきた者として、置換―反転群の有用性への理解

が、高分解能分子分光学研究を目指す人の間に、さらに広まることを念じて著したもので

ある。 

本稿では NH3の反転運動及びメチル基の内部回転運動という基本的な分子内大振幅振

動を取り上げて置換―反転群を説明し、併せて tunneling matrix formalismという手法につ
いて述べる。 複数の分子内大振幅運動を有する系での置換―反転群の取り扱いや、

tunneling matrix methodをさらに発展させた手法ついての話は続編に譲ることとする。 
 なお、本稿では、群の定義、表現、既約表現、表現の基底のような群論の基本的な概念

についての知識を有するものとの前提で話を進める。 

 

 

1. ハミルトニアンを不変に保つ変換（操作）の集合 
 

最初に、「エネルギー固有関数がハミルトニアンを不変に保つ変換操作の集合からなる

群の既約表現の基底である」ことを述べておく。 

ショレディンガー方程式 
      < < EH                            [1.1] 
の解の中で、たとえば、エネルギー固有値が W で２重に縮退した状態 21 ,)) を考えよう。 

このとき  
22

11 ,
) )
) )

WH
WH

                          [1.2] 

である。[1.2]の両辺に左からハミルトニアン Hを不変に保つ変換操作の一つ Tを作用さ
せると、Tは Hを素通りする、すなわち TH = HT               [1.3]                                  
であるので、 

22

11 ,
) )
) )

WTHT
WTHT

                                                  [1.4] 

となり、 21, )) TT もエネルギー固有値Wを有することを示す。したがって 

   
2221212

2121111

)�) )
)�) )

ccT
ccT

 （ ,.., 1211 cc .は定数）                [1.5] 

と表され、 21 ,)) がミルトニアンを不変に保つ変換操作の集合からなる群の既約表現の基

底であることを示す。 

 上に述べたことを一般的に表現すれば、「一つのエネルギー準位に属する固有関数はハ

ミルトニアンを不変に保つ変換操作の集合からなる群の既約表現の基底である」となる。 
（ただし、この場合の縮重は、縁もゆかりもない状態がたまたま偶然に数値的に同じエ

ネルギーを有するという偶然縮重ではないものとする。） 
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自由な空間（＝外場のない空間）中の孤立分子に対するハミルトニアンは次のように表

される。 

 核スピンを含む項）電子スピン,(
2

1
2

1
2

2

2

2

����¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§

w
w

��¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§

w
w

�� ¦¦ nnneee
i iik ke

VVV
mm

H
RQ

 [1.6] 

ここに、 ,....)3,2,1(,...),3,2,1(   ik ik RQ は、それぞれ、電子および原子核の空間固定 

座標系における位置ベクトル、 nnneee VVV ,, はそれぞれ電子―電子、電子―原子核、 

原子核―原子核の間のクーロン相互作用を表す項である。 

 

孤立分子に対するハミルトニアン [1.6]は次のような変換に対して不変である。 
 

(i) 分子中のすべての粒子（電子・原子核）の位置座標の空間の任意の方向への任

意の大きさの平行移動（空間の一様性にもとづく）。 

(ii) 分子中のすべての粒子（電子・原子核）の位置座標およびスピンの空間中の任

意の軸の周りの任意の角度の回転（空間の等方性にもとづく）。 

(iii) 分子中のすべての粒子（電子・原子核）の位置座標の空間反転。 

(iv) 分子中の同種原子核の位置座標およびスピンの置換。 

(v) 分子中の電子の位置座標およびスピンの置換。 

 

(i)について考察してみよう。 
座標軸を+x軸方向に aだけ平行移動する操作 ),( xaT を次式によって定義する。 

 ;........),,;,,(;........),,;,,(),( 222111222111 zyaxzyaxFzyxzyxFxaT ��         [1.7] 
xa ' （無限小）であるとき 

 ;........),,;,,(1;........),,;,,(),( 222111222111 zyxzyxF
x

xzyxzyxFxxT
i i

»
¼

º
«
¬

ª
w
w

'� ' ¦     [1.8] 

を得る。 

 
i

x x
ip

i w
w

� h                                                               [1.9]   

であることに注意して 

¦ 
i

xx i
pP                                                              [1.10]   

と置くと、[1.8]より 

 ;........),,;,,(1;........),,;,,(),( 222111222111 zyxzyxF
P

xizyxzyxFxxT x
»¼
º

«¬
ª '� '

h
     [1.11] 

を得る。有限の平行移動に対しては 

;........),,;,,(exp;........),,;,,(),( 222111222111 zyxzyxF
P

iazyxzyxFxaT x
»¼
º

«¬
ª� 

h
            [1.12] 

となる。 従って、ハミルトニアンが操作(i)のもとで不変であるときは、系の併進運動

量が保存されることを意味する。我々が興味あるのは、主として分子の内部運動の状態で

あるので、併進運動量についてはこれより先は触れないこととする。 

 

(ii)について： 
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 群論の物理学への応用に関する多くの書物の中の「回転群」の項で詳しく述べられてい

るように回転操作は角運動量演算子を用いて表される。従って、ハミルトニアンが座標軸

の回転に対して不変であるときは、「エネルギー固有関数は、同時に、角運動量 2J およ
び ZJ （空間固定座標系 Z成分）の固有関数でもある」ことを意味する。 
 

2. 置換―反転群 (Permutation-Inversion Group, 略して, PI group)とは 
 

 前節(1)に記した(i)-(v)の変換操作の中、分子の（振動―）回転スペクトルと分子内大振
幅振動とについての以下の議論に関連する変換操作は(iii)と(iv)である。先ずはじめに、こ
の(iii) と(iv)に記したすべての変換操作の集合を置換―反転群というのではないことを注
意しておこう。1963 年英国の理論物理学者 Longuet-Higginsが提唱した置換―反転群とは
以下のようなものである。 

 

置換―反転群の定義を簡潔に述べるため、前節に記した(iii),(iv)の変換操作を次のよう
な記号で表すこととしよう。 
  {P}:分子内の同種原子核の間の位置座標およびスピンの置換 （恒等操作 Eを含む） 
  E*：分子内のすべての粒子（電子・原子核）の位置座標の空間反転 
  {P*}：P*=E*P=PE*   
 

置換―反転群：{P,P*}の変換操作の中で、観測時間中に実際に起きる運動に対応する操作
(feasible operation)の集号からなる群を置換―反転群（permutation-inversion griup, 略し
て PI group）と称する。観測されるスペクトルは観測時間中に起きている運動のみを反映
しており、観測時間中に起きていない運動に対応する変換操作を考えても意味がない と

いうわけである。 

 

Longuet-Higginsが提唱した置換―反転群に対し、分子の形（正確には平衡状態での分子
の形）が有する対称性に深く結びつけて用いられてきた群が点群である。分子分光学研究

者の中には、点群を用いて議論を展開する人も多く見られるが、大振幅振動を有しない半

剛体分子（以後、普通の分子と呼ぶ）を取り扱う場合でも、波動関数の変換性などを正し

く理解する際には、置換―反転群を用いての記述が明快であると考えるゆえ、本稿では、

置換―反転群の言葉で 話を進めてゆくこととする。 

 

置換―反転群の変換操作を明確に定義することから始めよう。 

 

置換―反転群の変換操作の中、置換操作は（12）や（123）のように記し、次のように定
義する。 

 

;....),;....;;,;,;,()123(                                                                         
;....),;....;,;,;,(                                                                              

;....),;....;,;,;,()12(;....),;....;;,;,;,()23)(12(
;....),;....;,;,;,(       ;....),;....;;,;,;,()23(
;....),;....;,;,;,(     ;....),;....;;,;,;,()123(
;....),;....;,;,;,(       ;....),;....;;,;,;,()12(

332211

113322

223311332211

223311332211

113322332211

331122332211

kk

kk

kkkk

kkkk

kkkk

kkkk

F
F

FF
FF
FF
FF

VVVV
VVVV

VVVVVVVV
VVVVVVVV
VVVVVVVV
VVVVVVVV

QRRR
QRRR

QRRRQRRR
QRRRQRRR
QRRRQRRR
QRRRQRRR

 
 
 
 

 
 

  

[2.1] 
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ここで、 ,...., 3,21 RRR は原子核 1,2,3,…の空間固定座標系における位置座標を示し、
,.....,, 321 σσσ は原子核 1,2,3,…のスピンを表し、 ,...)2,1(,  kkk VQ は電子の位置座標および

電子スピンを表す。Fはオペレータまたは関数である。 
[2.1] に示された置換操作の定義は、Bunker and Per Jensenの本での定義と異なるが、こ
こでは Jon T. Hougen により用いられた定義に従う。 
 

反転操作 E*は次のように定義される。 
;....),;....;,;,;,(   ;....),;....;;,;,;,(* 332211332211 kkkk FFE VVVVVVVV QRRRQRRR ����  

 [2.2] 
置換操作と反転操作が組み合わせられたもの、例えば *)12(*)12()12(* { EE は 

;....),;....;,;,;,(  ;....),;....;;,;,;,(*)12( 331122332211 kkkk FF VVVVVVVV QRRRQRRR ����  

                                                                           [2.3] 
となる。 

 3 個の粒子（原子核）がある場合について、上のように定義される置換―反転操作を図

で表してみよう。 

 
図 2.1において、(a)は空間中の 3個の固定点 R0

1, R0
2, R0

3を示し、(b)は粒子 1,2,3がそれぞ
れ固定点 R0

1, R0
2, R0

3（の近傍）にあることを示す。(b)に恒等変換 Eを対応させるとする
と、(c)は(123)に、(d)は E*に対応することとなる。対応する波動関数は、たとえば、次の
式のように表せることから、置換―反転操作に対応する図が上のようになることが、理解

できるであろう。 

)0(           ])(exp[])(exp[])(exp[),,(     (b) 2
3

0
3

2
2

0
2

2
1

0
1321 !������ aaaa RRRRRRRRR\  

       ])(exp[])(exp[])(exp[                                 

),,(),,()123(    (c)
2

3
0

1
2

2
0

3
2

1
0

2

132321

RRRRRR
RRRRRR

������ 

 

aaa

\\
 

 ])(exp[])(exp[])(exp[                                      

),,(),,(    (d)
2

3
0

3
2

2
0

2
2

1
0

1

321321

RRRRRR
RRRRRR

��������� 

��� 

aaa

E* \\
 

                                     [2.4] 
3．具体例 ホスフィン PH3 および アンモニア NH３ 
 

普通の分子である PH3は点群 vC3 に属する。それに対して、floppyな分子である NH３は
umbrella motion あるいは inversion motionと呼ばれる大振幅運動を通して、二つの平衡配
置（ vC3 に属する）の間を（観測時間中に）行き来する。この二つの場合を対比して述べ

よう。 

 

 

3 
2 

1 
1 

3 

2 

3 
2 

1 

R0
3 

R0
2 

R0
1 

(a) (b)     E (c)   (123) (d)     E* 
図 2.1 

P or N 
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PH3, NH3 ともに、同種原子核は水素原子核である。PH3あるいは NH3の中の３個の水素原

子核を区別するため図のように 1,2,3とする。  このように、定めたうえで、feasible 
operationはそれぞれ次のようになる。 
 

*)13()*,23()*,12()*,132()*,123(*,),13(),23(),12(),132(),123(,:NH
*)13()*,23()*,12(),132(),123(,:PH

3

3

EE
E

                     [3.1] 

 
PH3と NH3とで feasibleな置換―反転操作が異なるのは、観測時間中に起きる分子の内部
運動に違いがあるからである。 
 
PH3では、分子の全体回転および平衡配置近傍での原子核の微小振動だけが feasible 
motionであるのに対して、NH3では、これらに加えて、umbrella motion（上の図で N原子
が H3面をすり抜ける運動と考えてよい）という大振幅運動が feasible motionである。 
(12), (23), (13)が表す二つの水素原子核の位置の互換は全体回転と平衡配置近傍での微小振
動のみが feasibleである場合には絶対に起こりえないことは容易に理解できよう。 
 
PH3に対する PI群を G6（元の数が 6個）と名づけ、NH3に対するものを G12（元の数が 12
個）と名づける。それぞれの群の構造、とくに、類（class）と既約表現について簡単に述
べておく。 
群を構成する要素（＝元）の間の積の表をつくることにより、PI群 G6は点群 C3vに同型

で（isomorphic）、G12は点群 D3hに isomorphicであることがわかる。点群については、古
くから詳しく調べられているので、その結果を利用する。 
 PI群 G6の類（class）と既約表現の指標（character）を下の表 3.1に掲げる。 
 
  表 3.1 PI群 G6の類と既約表現とその指標 
 
     
    類 
指標 
 
既約表現 

     
    E 

 
   (123), (132) 

 
(12)*, (23)*, (13)* 

z 
図 3.1 
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A1      1    1    １ 
A2      1   １      -１ 
E      2     -1                 0 
 
類の数 3＝既約表現の数 3である事に注意。 
 
 次に、PI群 G12の類（class）と既約表現の指標（character）を下の表 3.2に掲げる。 
 
表 3.2 PI群 G12の類と既約表現とその指標 
 
  
  類 
指標 
 
 
既約表現 

 
 E 

 
(123) 
(132) 

 
(12)* 
(23)* 
(13)* 

 
   E* 

 
 (123)* 
 (132)* 

 
(12) 
(23) 
(13) 

A1’      1   1     1     1     1   1 
A2’      1   1    -1     1     1  -1 
A1”      1    1    -1    -1    -1   1 
A2”      1   1     1    -1    -1  -1 
E’      2  -1     0     2    -1   0 
E”      2  -1     0    -2      1   0 
 
類の数 6＝既約表現の数 6である事に注意。 
  
 
 4．（振動―）回転波動関数の対称性と核スピン統計重率 
引き続き PH3および NH3の場合につき、波動関数の変換について考えてみよう。言うま

でも無い事ではあるが、PH3および NH3のハミルトニアンは、それぞれ、G6群あるいは

G12群の変換操作のもとで不変である。 
 さて、分子の波動関数の変換性を考えるためには、先ず、これを記述する座標変数の変

数分離が必要である。分子の運動を並進、回転、電子の運動、原子核の振動運動に分離し

て捉えるというモデルを座標変数に適用すれば以下のように表されよう。 
ki QR , を、それぞれ、i番目の原子核、k番目の電子の空間固定座標系における位置ベ

クトルとするとき 

 
kk

iii

S

S

qRQ
raRR

),,(

])[,,(
1

1

I-F

I-F
�

�

� 

�� 
                                [4.1] 

ここで、 
:R ¦ 

i
iim RR で、原子核系の重心の位置ベクトル 

  :,, I-F  分子固定座標系と空間固定座標系との間の関係を示す角で、分子の回転波動 
       関数を記述する変数、 本稿では下記の式[4.2]で示されるWilson, Decius, 

Cross*により与えられた定義を採用する、 Eulerの定義とは異なるがオイラ 
ー角と呼ぶこととする 
（*Wilson E. B., Decius J. C., Cross P. C. , Molecular Vibrations, McGraw-Hill, 

N. Y. (1955)） 
  :ia 平衡配置での i番目の原子核の分子固定座標系における位置ベクトル 

（PH3の場合） 
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     i番目の原子 核の reference axis systemにおける位置ベクトルで、大振幅振動にお
ける運動の道筋に依存する（NH3の場合） 

 
:ir  i番目の原子核の ia からの微小変位ベクトル（微小振動を表す）  

である。 
PH3の場合に ia  は、すべての i について、分子固定座標系に対する定ベクトルであるが、

NH3の場合には ia の中のある iに対するものは大振幅振動（umbrella motion）に伴って大
きく変位するベクトルである。後者の場合、 ia を reference position と称し、これを記述す
るために用いられる座標系を reference axis systemと呼ぶ。この reference axis systemは、普
通の分子(PH3)の場合の分子固定座標系に対応するものであり、大振幅振動が存在する分
子の併進運動と全体回転はこの axis system の空間固定座標系に対する運動として表される。 
 
[4.1]の右辺に現れる ),,(1 I-F�S は次式で与えられる 3x3行列である。 

   
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§ �

¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§

�¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§ �
 �

100
0cossin
0sincos

cos0sin
010

sin0cos

100
0cossin
0sincos

),,(1 FF
FF

--

--
MM
MM

M-FS            [4.2] 

 
N)or   P,3,2,1(,  iir の間には並進・回転運動の自由度を除くための拘束条件（Eckartの条

件） 
   ¦¦

  

 u 
Nor  P,3,2,1Nor  P,3,2,1

                0                 ,0
i

iii
i

ii mm rar                  [4.3] 

が存在する。NH3の場合には、さらに、もう１つの拘束条件が加わるが、これについては

後に述べる。本稿では、原子核の微小運動について述べることは主眼ではないので、拘束

条件につては詳しく触れないこととする。 
 
 次に、PH3と NH3の場合を別々に、具体的に取り扱う。          
(i)  PH3の場合 
平衡配置を示す ia は次式で与えられる。 

Aa

AaAa

Aa

1

P

�
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

�
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 �

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

� 

�

�

D

D
S

D

D
S

D

D

cos
0
sin

)0,0,
3

4(

,
cos
0
sin

)0,0,
3

2(,
cos
0
sin

1
3

1
2

PH

PH

PH

PH

PH

PH

r

r
S

r

r
S

r

r
                                              [4.4] 

ここで、Dは図���に示した角度であり、 
 

  

»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«

¬

ª

�

 

HP

PHH

mm
rm

3
cos3

0
0

D
A .                                                                                               [4.5] 

である。Aは 0
P,3,2,1

 ¦
 i

iim a となるように するために用いられている。 
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原子核の位置座標に対する表式[4.1]-[4.5]から、置換―反転群操作により変数
ki i qrR  );P,3,2,1(),,,(,  I-F がどのように変換されるかが分かる。 

G6群の変換操作は（123）および(23)*とこれらの間の積から成るので、これら二つの変換
操作について調べれば十分である。この意味で、このような変換操作を generating 
operationと呼ぶ。     
 
表 4.1 [4,1],[4-5]に現れる座標変数の G6群 generating operationでの変換性 
 

    R  I-F ,,  
(123)    R  I-SF ,,

3
2

�  

(23)* R�  IS-SFS ��� ,,  
 
 

 Pr  1r  2r  3r  kq  
(123) 

Pr)0,0,
3

2(1 S�S  2
1 )0,0,

3
2( rS�S  3

1 )0,0,
3

2( rS�S  1
1 )0,0,

3
2( rS�S  kS q)0,0,

3
2(1 S�  

(23)*  � �
P

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

Pr  

 � �
1

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

1r  

 � �
3

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

3r  

 � �
2

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

2r  

 � �
k

1 )0,,0( qSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

kq  

 
表 4.1で示された変換が妥当であることは 
 

),0,,0(),,(),,(      ),0,0,
3

2(),,(),,
3

2( 111111 SI-FIS-SFSSI-FI-SF ������  ��� � SSSSSS

,)0,,0(,)0,,0(,)0,,0(,)0,,0(

,)0,0,
3

2(,)0,0,
3

2(,)0,0,
3

2(,)0,0,
3

2(

23
1

32
1

11
1

PP
1

13
1

32
1

21
1

PP
1

aaaaaaaa

aaaaaaaa

� � � � 

    

����

����

SSSS

SSSS

SSSS

SSSS
 

に注意して、 ];,,,[];,,,)[123( 132321 kk QRRRRQRRRR PP   
および   ];,,,[];,,,[*)23( 231321 kk QRRRRQRRRR PP �����  
となることを導くことにより容易に確認されるであろう。 
 
[問題] 表 4.1の変換が妥当であることを示せ。 
 
回転波動関数の対称性 
 表 4.1から対称こま分子の回転波動関数に対する次の変換対称性を得る。 

! �) )! MKJeMKJ
Ki

KM
J

KM
J ,,|),,

3
2(),,()123(,,|)123( 3

2 S

I-SFI-F  

!�� ���) )! � MKJMKJ KJ
KM

J
KM

J ,,|)1(),,(),,(*)23(,,|)*23( IS-SFSI-F  
                                                     [4.6] 
 
[4.6]では IF-I-F iMiK

KM
J

KM
J ee)(),,( 4 ) ,                                                                            [4.7] 

                    )()1()( , --S MK
JMJ

KM
J

�
� 4� �4                                                                            [4.8] 

が用いられている。                                     
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以下では、置換―反転群の変換操作に対する変換性とエネルギーに全く依存しない量子数

Mは省く。 
        
K=0のときは、[4.6]から、 

   
!�! 

!! 

0,|)1(0,|)*23(
0,|0,|)123(

JJ
JJ

J                                                                                                 [4.9] 

を得る。 従って、｜J,0>は J = even のときは、A1対称性に属し（既約表現 A1の基底）、

J = oddのときは A2対称性に属する。 
また、K>0に対し 

  

»
¼

º
«
¬

ª
!�
!

»
¼

º
«
¬

ª

�
�

 »
¼

º
«
¬

ª
!�
!

»
¼

º
«
¬

ª
!�
!

»
»

¼

º

«
«

¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
!�
!

�

�

�

KJ
KJ

KJ
KJ

KJ
KJ

e

e
KJ
KJ

KJ

KJ

Ki

Ki

,|
,|

0)1(
)1(0

,|
,|

*)23(

,|
,|

0

0
,|
,|

)123(
3

2
3

2

S

S

                                                             [4.10] 

となることから、|J,K>, |J,-K> （ただし K n3z >0, nは正の整数 ）は２次元既約表現 E対称
性に属することが分かる。 
また、K = 3n>0のときは 

),|)1(,(|
2

1
!���! � KJKJ KJ  が A1に属し、 

),|)1(,(|
2

1
!���! � KJKJ KJ  が A2に属することが分かる。 

 
核スピン統計重率 

 PH3を構成する H原子核はそのスピン角運動量量子数が
2
1
のフェルミ粒子である。従っ

て、電子―振動―回転―核スピン波動関数（以後、全波動関数と呼ぶ）は、H原子核の位
置座標並びに核スピンの偶置換に対しては不変で、奇置換に対しては符号を変えるという

要請を満たさなければならない。電子波動関数も原子核の位置に依存するので、同種原子

核（この場合は H原子核）の置換に対する変換性を考慮することが必要であるが、簡単
のため、ここでは、如何なる置換―反転操作に対しても電子波動関数は不変であるとしよ

う。さらに、問題を簡単にするため、振動波動関数も置換―反転操作に対して不変である

（すなわち A1対称性に属する）とする。 
 G6群の変換操作に対する回転波動関数の変換性については、すでに、上に述べたので、

核スピン関数について考えてみよう。 
 
 この問題に入る前に、この問題のために役立つ群の既約表現と可約表現の指標の間に成

り立つ関係について述べておく。 
 可約表現の指標を )(TF 、既約表現の指標を )()( T*F で表すとき、 
   )()( )( TnT *

*
*¦ FF                             [4.11]   

（ここで、 *n は 0または正の整数）となることは、容易に分かるであろう。  
 群論の定理を用いることにより得られる *n に対する次の式を証明なしで与えておく。 

¦ *
*  

T

TT
g

n )(*)(1 )( FF                                                                                                          [4.12] 

ここでｇは群の位数（元の数）である。 
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これらの準備のもとに、PH3分子の波動関数の原子核スピン部分について、とくに、その

G6群対称操作に対する変換性について考察しよう。P原子核は分子中に 1個しか含まれて
おらず、置換操作とは関係がないので、これについては考えないこととする。 
 スピン角運動量量子数 1/2を有する三個の H原子核のそれぞれについての二つのスピン
状態を ]3,2,1[)(),(  iii ED と表すこととしよう。このとき、３個のスピン関数の積が８個

（23＝8）の異なるスピン関数を生ずることは容易に理解できよう。スピン関数は反転操
作 E*に対して不変であることを考慮して、それら 8個のスピン関数は、G6群の generating 
operationに対して次のように変換されることが導かれる。 

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

 

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

 

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(

10000000
00000100
01000000
00000100
00100000
00000010
00010000
00000001

)1()3()2(
)1()3()2(
)1()3()2(
)1()3()2(
)1()3()2(
)1()3()2(
)1()3()2(
)1()3()2(

)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(

)123(

EEE
DEE
EDE
DDE
EED
DED
EDD
DDD

EEE
DEE
EDE
DDE
EED
DED
EDD
DDD

EEE
DEE
EDE
DDE
EED
DED
EDD
DDD

 

 

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

 

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

 

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«
«
«
«
«
«

¬

ª

)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(

10000000
00100000
01000000
00010000
00001000
00000010
00000100
00000001

)2()3()1(
)2()3()1(
)2()3()1(
)2()3()1(
)2()3()1(
)2()3()1(
)2()3()1(
)2()3()1(

)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(

*)23(

EEE
DEE
EDE
DDE
EED
DED
EDD
DDD

EEE
DEE
EDE
DDE
EED
DED
EDD
DDD

EEE
DEE
EDE
DDE
EED
DED
EDD
DDD

      [4.13] 

 
上の[4.12]の右辺に現れる 8x8行列の転置行列が 8個の核スピン関数を基底とする G6群の

表現行列である。本節の議論で重要な役割をする表現の指標（表現行列の対角和）は、変

換操作に対して不変な核スピン関数の数に等しい ということが上の[4.12]から分かるで
あろう。従って、８個のスピン関数を基底とする表現の指標は下のように与えられること

が分かる。 
表 4.2 ８個のスピン関数を基底とする可約表現（ 核スピン* ）の指標 
 
     
    類 
指標 
 
既約表現 

     
    E 

 
   (123), (132) 

 
(12)*, (23)*, (13)* 

A1      1    1    １ 
A2      1   １      -1 
E      2     -1                 0 
可約表現 核スピン*       8         2              4 
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表 4.2, [4.11], [4.12]    ([4.12]は必ずしも用いなくてもよいが) から 
   EA 24 1 � *核スピン                                                                                                          [4.14] 
を得る。 
 
[問題] 表 4.2の最後の行（可約表現 核スピン* の指標）を導け。 
[問題] [4.13]を示せ。 
 
PH3の全波動関数は PI群の既約表現 A1または A2に属さなければならないことから（何故

か）、回転エネルギー・レベルの核スピン統計重率を求めることが出来るが、その導出を

理解することに役立つ積表現という概念について簡単に述べておく。 
 
[積表現とその指標] 
群 Gの二つの表現 )()( , ED DD （既約表現とは限らない）を考え、その基底をそれぞれ

D
III d,....,2,1 および

E
\\\ d,....,2,1 とする。この二組の基底から ED dd 個の積 ji\I を作るとこれ

は群 Gの別の表現 )( EDuD の基底となる。 
 ¦¦¦¦ u   

mk
ijkmmk

mk
mjkimkmjm

k m
kikji DDDDDT

,
,

)(

,

)()()()( EDEDED \I\I\I\I       [4.15]  

（ここに、 mjkiijkm DDD )()(
,

)( EDED {u である） 
となるからである。この表現 )( EDuD を表現 )(DD と表現 )(ED の積表現（または直積表現）と

いう。積表現の指標について次の式が成り立つ。 
  )()()( )()()( TTT EDED FFF  u                                                                                                [4.16] 
 
下の表 4.3に回転エネルギー・レベルの核スピン統計重率与える。ただし、電子波動関数
および振動波動関数はともに A1対称性に属するものとする。 
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表 4.3  PH3の回転状態の核スピン統計重率 
 回転波動関数の 

対称性 
)( r)*  

 

回転波動関数 x 
核スピン波動関数

の対称性 
)()( nsr )*u)*  

回転波動関数ｘ 
核スピン波動関

数の許される対

称性 

核スピン 
 統計重率 

|J=even,0> A1 4A1+2E  4A1      4 
|J=odd,0> A2 4A2+2E  4A2      4 

),,|)1(

)0(3,(|
2

1

!���

!! 

� KJ

nKJ

KJ

 
A1 4A1+2E  4A1      4 

),,|)1(

)0(3,(|
2

1

!���

!! 

� MKJ

nKJ

KJ

 
A2 4A2+2E  4A2      4 

!�
!z

KJ
nKJ

,|
3,|

 
 E 2A1+2A2+6E  2A1+2A2      4 

 
[問題]表 4.3の回転波動関数u核スピン波動関数の対称性 )()( nsr )*u)* の列を導け。 
[問題]K z 3nの場合の回転―核スピン波動関数が次のように与えられる事を確かめよ。 

])[][][*(,|)1(])[*][]([,|:

])[][][*(,|)1(])[*][]([,|:

1

1

EDEDEEHEEDHEDEHDEEHEED

DEDEDDHDDEHDEDHEDDHDDE

��!�����!

��!�����!
�

�

KJKJA

KJKJA
KJ

KJ

])[][][*(,|)1(])[*][]([,|:

])[][][*(,|)1(])[*][]([,|:

2

2

EDEDEEHEEDHEDEHDEEHEED

DEDEDDHDDEHDEDHEDDHDDE

��!�����!

��!�����!
�

�

KJKJA

KJKJA
KJ

KJ

                                     

                                       [4.17] 

[4.16]で 3
2 S

H
Ki

e , .)3()2()1(][ etcEDDDDE  であり、規格化定数は除いた。 
 
 
(ii) NH3の場合 
[4.3],[4.4]と同じような表式を、ここでは、NH3に対する reference configuration ia として次
式に与える。 

Aa

AaAa

Aa

1

N

�
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

�
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 �

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

� 

�

�

D

D
S

D

D
S

D

D

cos
0
sin

)0,0,
3

4(

,
cos
0
sin

)0,0,
3

2(,
cos
0
sin

1
3

1
2

NH

NH

NH

NH

NH

NH

r

r
S

r

r
S

r

r
                                            [4.18] 

ここで 

  

»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«

¬

ª

�

 

HN

NHH

mm
rm

3
cos3

0
0

D
A                                                                                                 [4.19] 



 13 

ただし、PH3に対する場合の[4.4], [4.5]との違いは、NH3が umbrella motionを行うことに対
応して、αも変数となる事である。変数αは二つの平衡値 
 00 DSDD � oreq                                                                                                                    [4.20] 
を有する。 
PH3の場合と同様、[4.18]においても 0

N,3,2,1

 ¦
 i

iim a  となるように[4.19]で定義されるベ

クトル Aが用いられている。 
umbrella motion という大振幅振動を有する NH3の場合、原子核の微小振動変位

)N,3,2,1(  iir に対する拘束条件として、[4.3]に加えてさらに、 
   ¦

 

 �ww
N,3,2,1

0]/[
i

iiim ra D                         [4.21] 

を付け加える。（[4.21]は、微小振動変位 ir は変数Dで表される大振幅振動の運動経路上の
微小変分に垂直である ことを意味する。） 
    
下の表 4.4に座標変数の G12群の generating operator に対する変換性を与える。 
 
表 4.4  
[4.1],[4.18]の右辺に現れる座標変数の G12群の generating operation に対する変換性 

 
    R  I-F ,,  D  
(123)    R  I-SF ,,

3
2

�  
D  

(23)* R�  IS-SFS ��� ,,  D  
(23)    R  IS-SF ��� ,,  S D�  
 
 
表 4.4 （つづき） 
 Nr  1r  2r  3r  kq  
(123) 

Pr)0,0,
3

2(1 S�S  2
1 )0,0,

3
2( rS�S  3

1 )0,0,
3

2( rS�S

 
1

1 )0,0,
3

2( rS�S  kS q)0,0,
3

2(1 S�  

(23)*  � �
N

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

Nr  

 � �
1

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

1r  

 � �
3

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

3r  

 � �
2

1 )0,,0( rSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

2r  

 � �
k

1 )0,,0( qSS  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

100
010
001

kq  

(23) 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
�

100
010
001

Nr  
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
�

100
010
001

1r  
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
�

100
010
001

3r  
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
�

100
010
001

2r  
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
�

100
010
001

kq  

 
 [問題] 表 4.4の変換が妥当であることを示せ。 
 
表 4.4から分かるように、置換―反転群操作の中で大振幅振動に関係するものは、(23), 
(13), (12), E*, (123)*, (132)*である。すなわち、これらの変換操作は umbrella motionという
大振幅運動が存在することにより、feasible operationとなるのである。 
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変換操作(23)に伴って分子全体の回転運動を表す変数 ),,( I-F は 

     

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
� ���� ���

100
010
001

),,(),,(    ),,( 111 I-FIS-SFI-F SSS       [4.22] 

のように変換されることが表 4.4に示されているが、これは umbrella motionという大振幅
振動が起きているとした場合にこうなるのであり、変換操作(23)が feasibleとなるような
別の大振幅振動が起きるとした場合には ),,( I-F は異なる変換をするかもしれないのであ

る。 ),,( I-F の変換の仕方が変われば大振幅振動による回転エネルギーレベルの分裂の仕

方も変わる場合もあり、大振幅振動に関わる置換―反転操作に対して ),,( I-F がどのよう

に変換するかは重要である。 
  
回転波動関数の変換性を考える。G12群の generating operation (123), (23)*, (23)の中、(123), 
(23)*に対する変換性は[4.5]と同じである。(23)に対しては 
 !��! KJKJ J ,|)1(,|)23(                                                                                                    [4.23] 
となる。従って 

 

),("),,("
),,('),,('

:),|)0(3,(|
2

1
),("),,("
),,('),,('

:),|)0(3,(|
2

1
)("),(':,|,)0(3,|

)('),(':0,|

12

12

21

21

21

oddKoddJAoddKevenJA
evenKoddJAevenKevenJA

KJnKJ

oddKoddJAoddKevenJA
evenKoddJAevenKevenJA

KJnKJ

oddKEevenKEKJnKJ
oddJAevenJAJ

    
    

!��!! 

    
    

!��!! 

  !�!!z
  !

                                    

[4.24] 
となることが分かる。 
 
NH3に特有の umbrella motionについて考える。この運動を支配する potentialの障壁は高
く（high barrier）、二つの平衡位置のどちらかににとどまっている時間が有限で、時々行
き来する(tunneling motion)という描像が妥当であるとする。スペクトルの言葉で云えば、
回転エネルギー・レベル間隔に比べて、tunneling motionによるエネルギー・レベル分裂は
十分小さいとするわけである。実際、NH3の電子―振動基底状態では、この描像は妥当で

ある。 ここでは、NH3の電子―振動基底状態に話を限る。二つの平衡配置を、それぞれ、

1および 2と名づけよう。平衡配置 1の近傍に局在する波動関数を 
  )(1| DFv  !                                                                                                               [4.25] 
と表すとき、平衡配置 2の近傍に局在する波動関数は 
  )()()23(1|)23(2| DSD �  ! ! FFvv                                                                       [4.26] 
と表される。 

vv !! 2|  ,1| のように各平衡配置の近傍に局在する波動関数を framework funnctionと称する。 
F(D� を例えば、

      /2)/2(-                    ])(exp[)( 2
0 SDSDDD ���� baF                                      >����@ 
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のように表すとき、F(S-D� は        ])}({exp[)( 2
0DSDDS ��� � baF となり 0DSD �  

に局在する。 
ここに導入した framework function vv !! 2|  ,1| は realとなるように選ぶことが出来るこ
とを注意する。 v!1| は平衡配置 0DD  に minimumを持つような関数を potentialとするよ
うな仮想的な Hamiltonianに対する固有関数と考えることができること、および、
Hamiltonianの縮退していない固有関数は、一般的に realに選ぶことが出来る  ことに拠
る 
これらの二つの関数から作られる G12群の既約表現の基底は 

  

)2|1(|
)1(2

1;"|

)2|1(|
)1(2

1;'|

2

1

vvv

vv

S
LAA

S
LAA

!�!
�

 !

!�!
�

! 

                                                                   [4.28] 

（ここに、 vvvvvvvv S !� !�  !� !� 1|22|1      ,12|21|1  S：重なり積分） [4.29]） 
で与えられることは直感的（？）に理解できるところであるが、ここでは、やや仰々しく

はあるが、複数個の大振幅振動が存在して多数の framework functionを取り扱うような場
合にも役に立つような道筋で考えてみよう。 
先ず、表 4.5に vv !! 2|  ,1| を基底とする（可約）表現の指標を、既約表現の指標とともに

与える。 
（表 4.5には３個の水素原子核が作る８個の核スピン関数を基底とする表現の指標も合わ
せて与える。） 

vv !! 2|  ,1| は置換反転操作に対して次のように変換されることを用いれば、表 4.5は理解
できよう。 

.1|1|)23)(23(2|(23)    ,2|2|(23)*    ,2|)()()123(2|)123(
,2|)()()23(1|(23)    ,1|1|(23)*   ,1|)()()123(1|)123(

vvvvvvv

vvvvvv

FF
FFFF

! ! !! !! � � !
! �  !! !!   !

DSDS
DSDDD 　

                                                                                                                                                      [4.30] 
表 4.5  
 Framework function vv !! 2|  ,1| を基底とする表現（ ]2|,1[| vv !!* ）の指標 
および 3個の H原子核のスピン関数を基底とする表現（ 核スピン* ）の指標 
（既約表現の指標も与える。） 
 
  
           類 
    指標 
 
既約表現 

 
 E 

 
(123) 
(132) 

 
(12)* 
(23)* 
(13)* 

 
   E* 

 
 (123)* 
 (132)* 

 
(12) 
(23) 
(13) 

A1’      1   1     1     1     1   1 
A2’      1   1    -1     1     1  -1 
A1”      1    1    -1    -1    -1   1 
A2”      1   1     1    -1    -1  -1 
E’      2  -1     0     2    -1   0 
E”      2  -1     0    -2      1   0 

）]2|,1[|( vv !!*F       2   2     2     0      0    0 

）核スピン*(F    8    2     4     8      2   4 
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表 4.5から、[4.11]を用いるまでもなく 
   "']2|,1[| 21 AAvv � !!*                                                                                   [4.31] 
となることが分かる。 
次に、 vv !! 2|,1| から既約表現 " ,' 21 AA の基底となる関数の作り方について述べよう。いま

の場合は framework functionが２個だけなので、[4.28]のようになることは、直感的にある
いは経験的に簡単に導けるところであろうが、framework functionが多数ある場合にも便
利な方法の１つについて述べる。それは次の関係式を用いることである。 
任意の関数Iを用いて 
 ¦ **  )

T

TT IF OO *)()()(   （和は群 Gのすべての変換操作 Tについて取る）  [4.32] 

によって作られた )( O*) は群 Gの既約表現 O* に従う変換性を有する（証明は略す）。 
 
[問題] [4.32]で v! 1|I として、[4.28]を導け。 
 
次に３個の水素原子核の核スピン関数が作る８個の核スピン関数について考えると、表

4.5より 
 '2'4 1 EA � *核スピン                                                                                                     [4.33] 
となることが分かる。 
 以上の準備により NH3の核スピン統計重率を求めることが出来る。下の表 4.6に NH3の

大振幅振動―回転状態の核スピン統計重率与える。ただし、電子波動関数および微小振動

波動関数はともに A1’対称性に属するものとする。この場合大振幅振動―回転―核スピン
波動関数は A2’または A2”でなければならないということから核スピン統計重率が定まる。 
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 表 4.6 NH3の大振幅振動―回転状態の核スピン統計重率 
 
 大振幅振動波動関数 

ｘ回転波動関数の対称性 
)()( rv )*u)*  

 

大振幅振動波動関数 
ｘ回転波動関数 
ｘ核スピン波動関数 
の対称性 

)()()( nsrv )*u)*u)*  

大振幅振動

―回転―核

スピン波動

関数の許さ

れる対称性 

核スピ

ン統計

重率 

|A1’>v|J=even,0> A1’ 4A1’+2E’        0 
|A2”>v|J=even,0> A2” 4A2”+2E” 4A2”      4 
|A1’>v |J=odd,0> A2’ 4A2’+2E’ 4 A2’      4 
|A2”>v |J=odd,0> A1” 4A1”+2E”       0 
|A1’>v |J,K=3n(>0);+>  
     J=even, K=even 
     J=even, K=odd 
     J=odd.  K=even 
     J=odd,  K=odd 

 
A1’ 
A1” 
A2’ 
A2” 

 
4A1’+2E’ 
4A1”+2E” 
4A2’+2E’ 
4A2”+2E” 

 
 
 
4A2’ 
4A2”  

       
     0 
     0 
     4 
     4      

|A2”>v |J,K=3n(>0);+>  
     J=even, K=even 
     J=even, K=odd 
     J=odd.  K=even 
     J=odd,  K=odd 

 
A2” 
A2’ 
A1” 
A1’ 

 
4A2”+4E” 
4A2’+4E’ 
4A1”+4E” 
4A1”+4E” 

  
4A2” 
4A2’ 

      
     4 
     4 
     0 
     0 

|A1’>v |J,K=3n(>0);->  
     J=even, K=even 
     J=even, K=odd 
     J=odd.  K=even 
     J=odd,  K=odd 

 
A2’ 
A2” 
A1’ 
A1” 

 
4A2’+4E’ 
4A2”+4E” 
4A1’+4E’ 
4A1”+4E” 

 
4A2’ 
4A2” 

 
     4 
     4 
     0 
     0 

|A2”>v |J,K=3n(>0);->  
     J=even, K=even 
     J=even, K=odd 
     J=odd.  K=even 
     J=odd,  K=odd 

 
A1” 
A1’ 
A2” 
A2’ 

 
4A1”+4E” 
4A1’+4E’ 
4A2”+4E” 
4A2’+4E’ 

 
 
 
4A2” 
4A2’ 

    
     0 
     0 
     4 
     4 

|A1’>v |J,K z 3n >, 
|A1’>v |J,-K > 

 E’ 2A1’+2A2’+6E’ 2A2’     2  

|A2”>v|J,K z 3n >, 
|A2”>v|J,-K > 

 E” 2A1”+2A2”+6E” 2A2”     2 

),|)0(3,(|
2

1);0(3,| !�r!! !{r! KJnKJnKJ  

 



 18 

5．遷移の選択則(selection rule) 
 
 スペクトルを解析する上で重要な選択則について述べよう。ここでは、双極子遷移のみ

を考える。 
 量子力学の教科書に記述されているように、始状態 i< と終状態 f< の間の遷移の強さは

遷移モーメント 
   WPP dfFifFi <<! <<� ³ *||   （F = X,Y,Z ; 空間固定座標軸  ）     [5.1]  

ここに、 FP ：双極子モーメント空間固定座標軸成分オペレータ 
の絶対値の自乗によって決定される。 
 
 [5.1]で表される遷移モーメントの値が 0にならないための必要条件は、群論の述べると
ころによれば、右辺の被積分関数 fFi << P* が群 G（考えている分子について適当な群）
のすべての変換操作に対して不変であるような表現の基底を含むことである。「、、、、

表現の基底を含む」の意味するところは、 fFi << P* を 
  ....)()(* 21 �*)�*) << fFi P のように分解したとき、この右辺の中に群 Gの全対称
表現の基底関数が含まれている ということである。 
 

*************************************************************** 
 前置きが長くなるが、上の事に関する群論の定理について触れておく。 
 
(a) i

*\ をある群の全対称ではない既約表現Γの i番目（縮退していないときは i=1）の基
底関数としよう。このとき、 
  0 ³ * W\ di                                                                                                        [5.2] 
（ここで積分は空間の全領域にわたって行う）である。 
(b)ある群の二つの既約表現 )()( *, ED ** （ *)(D* は )(D* の複素共役表現）から作られる積表現

)()( * ED *u* を簡約化（既約表現に変換）したときに、全対称表現が現れるのは )()( ED * *
の場合のみである（表現行列が同じという意味で、基底関数は異なっていても構わない）。 
 
[(a)の証明] Tを群の変換操作の一つとするとき、[5.2]の左辺に対し 
    ³³ **  W\W\ dTd ii )(                                                                                                   [5.3] 
が成立する。（変換 Tは空間の物差しを変えるものではないので、空間の全領域にわたる
積分の値を変えない。）[5.3]の右辺を書き直すと 
 ³¦³¦³ *****   W\W\W\ dTDdTDd j

j
jiji

j
ji )()( )()(                                  [5.4]  

が得られる。群のすべての変換操作 Tについての和を取ることにより、 

  
¦ ³¦¦ ³¦

¦ ³¦³
****

***

� � 

 

j
j

T
ji

T
j

j
ji

T
j

j
jii

dTDTDdTD

dTDdg

W\W\

W\W\

])(*)([])(1[                 

)(

)(
11

)()(

)(

全対称表現
                                              

[5.5] 
を得る。既約表現行列の直交性を表す次の関係式 

     mikjji
T

km d
gTDTD GGGDE
D

ED  **¦ )(*)( )()(                 [5.6] 

                    [gは群の位数(元の数)、 Dd は 既約表現*Dの次元数] 
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を用いると、[5.5]から、*が全対称表現である場合を除いて、 0 ³ * W\ di であることが導

かれる。 
 [b]の証明 １つの方法として、[4.11], [4.12], [4.16] 並びに関係式 

  DE
ED GFF  ¦ )(*)(1 )()( TT

g T
                                                                                [5.7] 

を用いることにより証明できる（[5.7]は[5.6]で k = m, j = iとし、k, jについて和をとるこ
とによって得られる）。 
[4.12], [5.6]の証明はかなり長くなるのでここでは与えない。（例えば、犬井鉄郎、田辺行
人、小野寺嘉孝著「応用群論」62-63頁および 67頁を参照のこと。） 
 *************************************************************** 
 
 大振幅振動を行う NH3における選択側について考察する。簡単のため、ここでは、電

子―微小振動状態についは始状態・終状態とも基底状態（＝

微小振動基底状態）（電子�\ ）である場合だけを取り扱うこととする。（この

微小振動基底状態）（電子�\ は置換―反転群 G12の A1' 対称性（全対称性）に属する。） 

 
 選択則を段階に分けて考えよう。 
 
全選択則(overall selection rule) 
 双極子モーメント・オペレータの空間固定座標軸成分 ),,( ZYXFF  P は NH3の置換―

反転群 G12の generating operation (123), (23)*, (23)に対して 
  ),,(             (23)    ,*(23)   ,)123( ZYXFFFFFFF   �  PPPPPP                       [5.8] 
のように変換されるので、 ：　  ),,(   ZYXFF  P  "A1 対称性                            [5.9]                               
となる。 したがって、電子―微小振動―大振幅振動―回転状態間の遷移は 
  E"    E'             ,"A      'A 22 ll                                      [5.10] 
が許される。 [5.10]は、 E""A"AE"E' 21 �� u  および 表 4.6に示されているように

"A'A 11 並びに 対称性の電子―微小振動―大振幅振動―回転状態の核スピン統計重率が 0で
あることから理解できよう。 
電子―微小振動―大振幅振動状態間の選択則 
 これを考えるため、先ず、双極子モーメント・オペレータの reference axis system x-, y-, 
z- 成分 ),,( zyx PPP の変換性を調べる。（reference axis systemは普通の分子の分子固定座標
系に対応。） 

),,( zyx PPP は空間固定座標軸成分 ),,( ZYX PPP と次式により関係付けられる。 

  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

Z

Y

X

z

y

x

S
P
P
P

I-F
P
P
P

),,(1                                         [5.11] 

ここに、 ),,(1 I-F�S は[4.2]に定義した 3x3行列 ),,(1 I-F�S の逆行列である。 
),,( zyx PPP の群 G12の変換操作に対する変換性は、 ),,( ZYX PPP  に対する変換性[5.2]およ

び 
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100

010
001

),,()23( 
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100

010
001

),,(*)23(       ),,,)(0,0,
3
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1111
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                     [5.12]                                                                                               

を用いて（表[4.4]参照）、 
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P

P
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であることが分かる。これから 
  "A,E'    ),( 2：　　： ｚPPP yx                                                      [5.14] 
となるのである。 
 
回転波動関数を除いた部分の選択側を考えていることを明確にするために、 [4.27]に与え
られた大振幅振動に対する基底関数に   微小振動基底状態（電子�\ )を乗じた関数をあらたに 
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と定義する。 
 
以上により、選択則は次のように得られる。 
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上のような結論を導くのに、このように長々とした筋道を通らなくてもよいのではないか、

とくに、 yx PP , が遷移に寄与しないことは、もっと簡単な考察で導けるのではないか と

いう意見があることはよく理解できる。ここでは、多数の平衡配置があり、もっと複雑に

なる場合にも曖昧さなく正しい結論に到達できるようにとこのような筋道で述べてきた。 
 
6．アンモニア（NH3）の大振幅振動―回転エネルギー表式 

 
前節までの議論を踏まえて、|framework function>|symmetric rotor wavefunction>を基底としたとき
のアンモニア（NH3）の大振幅振動―回転エネルギー表式を簡単なハミルトニアンの場合
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に導出してみよう。なお、本節でも、電子―微小振動状態についてはその基底状態のみに

限ることとし、 微小振動基底状態（電子�\ ) はあらわに記さないこととする。 
 
NH3の実際の高分解能スペクトルを詳しく解析するためには、様々の項を取り込んだハ

ミルトニアンを用いなければならないが、ここでは、次のような簡単なハミルトニアンで

考えることとする。 
 

22
zkjv JhhhH �� J                                                                                                  [6.1] 

ここに、 kjv hhh ,, はいずれも定数ではなく、大振幅振動を表す変数についてのオペレータ

あるいは関数である ことを注意しておく。 
 
最初に、[6.1]に現れる角運動量オペレータ Jの reference axis system成分 ),,( zyx JJJ の変換

性について述べよう。 ),,( zyx JJJ は空間固定軸成分 ),,( ZYX JJJ と 
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の関係で結ばれること、および、 ),,( ZYX JJJ は G12のすべての変換操作に対して不変であ

ること（A1’ 対称性）と表[4.4]に示された ),,,( I-F の変換性を用いて 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
� 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�

�
 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«

¬

ª

� 
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

J
J

J

J
J
J

J
J
J

J
J
J

J
J
J

J
J
J

)23( 

*)23(     ,

100

0
3

2cos
3

2sin

0
3

2sin
3

2cos

)123( SS

SS

                                        [6.3] 

であることが分かる。これから、J2 および Jz
2は G12の A1’対称性に属することになる。し

たがって、ハミルトニアン Hは G12のすべての変換操作に対して不変でなければならない

ので、[6.3]の右辺に現れる係数演算子 kjv hhh ,, もすべて A1’対称性（全対称）に属さなけ
ればならない。 
 ハミルトニアン・オペレータ[6.1]に対して、その行列の K選択則は⊿K=0であること、
および、対称化された大振幅振動波動関数[4.27]を用いることにより、ハミルトニアン行
列要素は 
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                                         [6.4]                     
のように与えられる。[6.4]においては対称こま分子の回転波動関数|J,K,M>は、エネルギー
に関与しない量子数Mを除いて|J,K>と記し、framework function vv !! 2|,1| は簡単に

!! 2|,1| と記した。さらに、[6.4]では、次の関係が用いられている。 
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     ))23(   ,2|1|(23)(         2||21||1)23(1||1 vvvvv hhhhh  !! !! ��! � Q  
  （ kj hh , についても同様な式）                                              [6.5]                               

!� 2||1 vh などを tunneling matrix element と呼ぶこととする。 
 
表 4.6を参照しながら、核スピン統計重率が 0でないような大振幅振動―回転状態の各対
称性についてのエネルギー表式を求めると、次の表[6.1]のようになることがわかる。 
 
 
表 [6.1]  エネルギーの式 
大振幅振動ｘ 
回転波動関数の 
対称性  

大振幅振動ｘ 
回転波動関数 

エネルギー 核スピン

統計重率 

|A1’;LA> |J=odd,0> <A1’;LA|<J,0|H| A1’;LA>|J,0> 
|A1’;LA> |J,K=3n(>0) ;+> 
    J=odd, K=even 

<A1’;LA|<J,K|H| A1’;LA>|J,K> 

|A2”;LA> |J,K=3n(>0) ;+> 
    J=even, K=odd 

<A2”;LA|<J,K|H| A2”;LA>|J,K> 

|A1’;LA> |J,K=3n(>0) ;-> 
    J=even, K=even 

<A1’;LA|<J,K|H| A1’;LA>|J,K> 

A2’ 

|A2”;LA> |J,K=3n(>0) ;-> 
    J=odd, K=odd 

<A2”;LA|<J,K|H| A2”;LA>|J,K> 

     4 

|A2”;LA> |J=even,0> <A2”;LA|<J,0|H| A2”;LA>|J,0> 
|A1’;LA> |J,K=3n(>0) ;+> 
    J=odd, K=odd 

<A1’;LA|<J,K|H| A1’;LA>|J,K> 

|A2”;LA> |J,K=3n(>0) ;+> 
    J=even, K=even 

<A2”;LA|<J,K|H| A2”;LA>|J,K> 

|A1’;LA> |J,K=3n(>0) ;-> 
    J=even, K=odd 

<A1’;LA|<J,K|H| A1’;LA>|J,K> 

A2” 

|A2”;LA> |J,K=3n(>0) ;-> 
    J=odd, K=even 

<A2”;LA|<J,K|H| A2”;LA>|J,K> 

    4 

 
E’ 

 
|A1’;LA>|J,K z 3n>, 
|A2”; LA>|J,-K> 

  
<A1’;LA|<J,K|H| A1’;LA>|J,K> 

     
  2 

E” |A2”;LA>|J,K z 3n>, 
|A2”; LA>|J,-K> 

 <A2”;LA|<J,K|H| A2”;LA>|J,K>   2 

),|)0(3,(|
2

1);0(3,| !�r!! !{r! KJnKJnKJ  

 
スペクトル解析上の留意点 
 
 上の[6.4]を用いてスペクトル解析を行う際に、注意すべきことがある。framework 
function |1>と|2>とは直交していないので重なり積分 Sが現れ、[6.4]はそのままでは解析に
用いることはできないのである。たとえば、hj項に関して言えば、未知パラメータとして、

!�!� 2||1,1||1 jj hh および Sの 3個が現れるが、この 3個のすべてを決めることが出来
ないことは、[6.4]が 2個の式しか含まないことから 容易に理解できよう。したがって、
式[6.4]をスペクトル解析に用いることが出来るようにするためには、この 3個のパラメー
タを 2個のパラメータに変換する必要がある。この変換には任意性があるが、パラメータ
の元の意味が保持されるような次のような変換が適当であろう。 
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         [6.6]  
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重なり積分 Sは小さく、 !|�!�!|�!� 2||12||1     ,1||11||1 jnewjjnewj hhhh  
であるので、 ,1||1 newjh !� newjh !� 2||1 は元の意味をほぼ保持しているものであると考え

る。 
hv, hk項に関するパラメータについても、同様の変換を行うことにより、結果的には、

[6.4]において S = 0 としたことと 形式的には同等である ことになる。 ただし、S = 0
と近似することではなく、パラメータの意味を[6.6]に従うように変更することである と
いうことを留意すべきである。 

framework functionを用いる formalism には常にこのような問題がつきまとう。後の節で
述べるメチル基内部回転の場合にもこのような問題が現れるが、その節であらためて述べ

ることとする。 このような問題について、一般的な形で述べることも出来るが、本稿で

は、それぞれの問題について具体的に述べることとする。 
 
下図に umbrella motionによる分裂パターンを模式的に示す。 
 
       図 6.1 
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7．メチル基の内部回転問題 

 主としてメタノール CH3OHを例に取り上げ、メチル基の内部回転問題を置換―反転群
の概念を織り込みながら、本節では伝統的手法につい述べ、次節では tunneling matrix 
formalismについて述べることとする。 
先ず、メタノール CH3OHのメチル基内部回転―全体回転のハミルトニアンの導出につ
いて詳しく述べることとする。Principal-axis method（略して PAM）と云われる手法から
述べる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    図 7.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(i) 座標系 (PAM) 

PAMハミルトニアンの導出を、座標系の設定のところから始めよう。座標系に関する
議論の出発点はここでも 
  ])()[,,(1

iii S daRr �� � WI-F                                                                          [7.1] 
である。[7.1]は原子核のみの運動を記述するものであり、電子の運動については議論から
除くこととする。また、これ以後は、原子核の微小振動を表す id についても議論から除く
こととする。 )(Wia は内部回転変数τに依存する reference configurationを表す。 これに
ついて、以下に順を追って定義する。（[4.1]の場合の座標変数を、 iii drrR oo i  , のよ

うに変更した。） 
(a) initial configuration 
議論の出発点の configuration i

0a を次式のように設定する。 
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bond length CHOHCO rrr ,, ; 角度D� E� G の意味は明らかであろう。 
 

C 
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O 
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(( 



 25 

(b) 内部回転の導入 
メチル基の内部回転角を表す変数Wを次式により導入する。 

3,2,1)0,0,('

,,'
01

4
0

  

  
� iS

HOCk

HiHi

kk

aa
aa

W
                                                                                                 [7.3] 

 
(c) 質量の中心へ原点を移動 
  0"  ¦ kkm a となるようにするために、原点を移動する。 

4321 ,,,,,''" HHHHOCkkk  � Aaa                                                           [7,4] 

ここで、 
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(d) PAM reference axis system 
reference axis systemが（平衡配置での）慣性主軸（principal axses）に一致するように
座標軸を回転する。（上に[7.2] – [7.5]で定義したようにメチル基 CH3が常に C3v型であ

るとした場合には、平衡状態で reference axis が principal axis に一致していれば、内部
回転運動中もつねに両者は一致している。） 
 

4321
1 ,,,,,")0,,0( HHHHOCkS kPAMk

PAM   � aa -                                                           [7.6] 
k

PAM
k S aRr ),,(1 I-F��                                                                                                          [7.7] 

 
(e) Transformation properties of variables appearing in Eqs. [7.3]-[7.7] 
  メチル基内部回転を行うメチルアルコール（CH3OH）に対する置換―反転群（G6）の

変換操作は E, (123), (132), (23)*, (13)*, (12)*の６個である。表 7.1に PI群 G6の character 
table を与える。また、上の[7.3] – [7.7]に現れる座標変数の群 G6の generating operationに
対する変換は表 7.2で与えられる。 
表 7.1 PI群 G6の character table 
 E (123), (132) (23)*, (13)*, (12)* 
A1 1  1  1 
A2 1  1 -1 
E 2 -1  0 
 
表 7.2 [7.3] – [7.7]に現れる座標変数の群 G6の generating operationに対する変換 
 translation Rotation internal rotation 
E R I-F ,,  W  
(23)* -R IS-SFS ��� ,,  W�  
(123) R I-F ,,  3/2SW �  
 
[問題] 表 7.2が適当であることを確認せよ。 
 
(ii) PAM Hamiltonian operator 
 先ず、古典的運動エネルギー表現を考えよう。[7.7]から 

k
PAM

k
PAM

k SS aaRr &&&& ),,(),,( 11 I-FI-F �� ��                                                                              [7.8] 
を得る。 古典的運動エネルギー表現 
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 ¦ 
k

kkmT 2

2
1 r&                                                                                                                  [7.9] 

を考えるわけであるが、着目しているのは分子の内部運動のエネルギーであるので、[7,8]
右辺第一項からの寄与は無視する。 
 
次の式が、たとえば、H. W. Krotoの本（“Molecular Rotation Spectra”, JOHN WILEY & 
SONS）のｐ19およびｐ266-268を参照することにより導かれる。 
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         ( 2)sin(3 EW CHH rmI   ) 
[問題] [7.10]を導け。 
[問題] [7.11]を導け。 
  
次に内部回転－回転相互作用項を考えよう。 
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ところで 1�SS & は、 
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となる(たとえば、Krotoの本の p18, p269)。 
[問題] [7.13]を導け。 
これを用いて 
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を得る。 
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ところで 
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これを用いて 
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（突然Oxという量が現れたが、これはメチル基内部回転軸の方向余弦を ),,( zyx OOO とする

ときのOxで、 PAMzyPAMx -OO-O cos   ,0    ,sin     である。） 
 
同様に 

iiPAMiix
PAM
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従って 
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同様にして 
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ここで、(i)の(d)の PAM reference axis systemへの変換が CH3OHの場合のように

)0,,0(1
PAMS -� ではなくて、 ),,( `

1
PAMPAMPAMS I-F�  で表される一般的な場合について言及

する。 
3ｘ3行列 ),,( `

1
PAMPAMPAMS I-F� を次のように表す。 
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ここで、 
)",()",()",()",()",( zxaxzayyayzaxya  �                                                                                [7.25] 

および 
¦ ¦¦ ¦
    

 �  � 
3,2,1 3,2,13,2,1 3,2,1

0')''('",0')''('"
i i

ixiiiii
i i

ixiiiii yAzmyzmyAxmyxm  etc.                [7.26] 

を用いると 
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が導かれる。同様にして 
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を得る。[7.27 – 29]で )",(),",(),",( zzazyazxa zyx    OOO を用いた。 
 
以上により 古典的運動エネルギー表現は次式で与えられる。  

WWWW ZZOZOZOZZZZ IIIIIT zzyyxxzzyyxx )(
2
1)(

2
1 2222 ������                                   [7.30] 

 
次に、古典的表現から量子論的 Hamiltonianを導こう。 
 
そのために, 先ず、 [7.30]の Tを次式で与えられるような x-, y-, z-軸周りの角度変数に共
役な運動量 JD�D   x, y, z)と内部回転角W に共役な運動量 pで表さねばならない。 
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Tを DJ (D=x,y,z)および p、さらに、 

D

W
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I
I

                                                                                                        [7.33] 
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のように定義された ),,( zyx DUD と rとを用いて表すと次のようになることがわかる。 
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ゆえに（量子力学的）内部回転―回転ハミルトニアンは、ポテンシャルエネルギーを含め
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となる。 これが PAMでのハミルトニアンである。 
 
以下(iii)および(iv)において、RAM Hamiltonian および IAM Hamiltonian なるものについ
て、Jon T. Hougen, I. Kleiner and M. Godefroidの論文[Journal of Molecular Spectroscopy, 163, 
559-586 (1994).]に則して、その概要を述べる。これについては他の研究者によっても扱わ
れているが、ここに掲げた論文には、よく整理された形で述べられている。 
 
(iii) RAM Hamiltonian 
Rho Axis Method について述べる。 
 
ユニタリー変換 

hhhhhh ////// zRAMyRAMzRAMzRAMyRAMzRAM JiJiJi
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において、 RAMRAMRAM I-F ,, を 
）（ここに、 2/1222
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                                                       [7.38] 

となるように選ぶことによって得られるものが RAM Hamiltonianである。 
 
このとき Hamiltonianは 
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となることが、関係式 
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を用いて得られる 



 30 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
��� 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�

���

z

y

x

RAMRAMRAM

JiJiJi

z

y

x
JiJiJi

J
J
J

S

eee
J
J
J

eee zRAMyRAMzRAMzRAMyRAMzRAM

),,(1

//////

I-F

I-FF-I hhhhhh

                                                       [7.41] 

から導かれる。 
（ [7.40], [7.41]の証明は本稿末尾の「補足」で与える。）  
 
次に、この場合に空間固定座標と reference axis system 座標との関係を示す式[7.7]がどのよ
うに変更されるかを考えよう。 
角運動量の reference axis system座標軸成分オペレータ ),,( zyx JJJ が 
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のように変換されることと、 ),,(1 I-F�S が 
 hhhhhh ///1///1 ),,(     ),,( zRAMyRAMzRAMzRAMyRAMzRAM JiJiJiJiJiJi eeeSeeeS I-FF-I I-FI-F ����� �      [7.43] 
のように変換されることとが同等であることが 
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および 交換関係 ),,   ;,,(      0],[ ZYXizyxJJ i    DD を用いることによって示すことが

出来る。 
 
したがって、RAM座標系では 
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と表されるのである。 
 
上では Hamiltonianのユニタリー変換[7.37]から RAM座標系での関係式[7.45]へと至る道筋
で述べたが、逆の道筋、すなわち、[7.45]  

k
PAM

RAMRAMRAMk SS aRr ),,(),,( 11 I-FI-F ���� ��  
から Hamiltonianのユニタリー変換[7.37]にいたるという記述もできることは明らかであろ
う。 
 
 
 
 
メチルアルコールの場合のように、 0 yU の場合を考えよう。 
このとき、 0,0   RAMRAM IF である。  
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これより 
       0sincos  � zRAMxRAM U-U-                                                                                         [7.47] 
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このとき 
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この場合 Hamiltonian operatorは 
 

22

22

)cos(sin

)sin(cos)()(

yxRAMzRAM

xRAMzRAMzRAM

CJJJB

JJAVJpFH

���

���� 

--

--WU
                                                      [7.50] 

この RAM座標系のもとでの変数の PI群 G6の変換操作に対する変換性は表 7.1に示した
ものと同じである。 
 
(iv) Internal Axis Method (IAM)  
 あまり用いられない方法であるが、IAM座標系と IAM Hamiltonian について述べておこ
う。 
IAM Hamiltonianは RAM Hamiltonian から、ユニタリー変換  

hh // zz Ji
RAM
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IAM eHeH WUWU�                                                                                                     [7.51] 

によって得られる。この IAM Hamiltonianは、以下に示すように内部回転に関する角運動
量 pと全角運動量（ zyx JJJ ,, ）との間の交差項を含まない。 
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を用いて、メチルアルコールの場合は 
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となる。 
[問題] [7.53]を導け。 
 
 
このとき、空間固定座標と reference axis system 座標との関係を示す式は 
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のように表される。 
 
この IAM座標系における座標変数の PI群変換操作に対する変換性を、CH3OHの場合につ
いて、下の表 7.3に示す。 
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表 7.3  IAM座標系における座標変数の PI群変換操作に対する変換性（CH3OHの場合） 
 translation rotation internal rotation 
E R I-F ,,  W  
(23)* -R IS-SFS ��� ,,  W�  
(123) R 

I-SUF ,,
3

2
�  

3/2SW �  

 
[問題] 表 7.3を導け。 
 
この IAMのもとでの変換性は、PAMおよび RAMのものと異なることは一目瞭然であろ
う。 表 7.2で（123）に対する変数の変換を Tと定義するとき、 Uが整数でないときは 

ET z3 （恒等操作）となり、PAMないしは RAMとは顕著な相違がある。ここでは、
IAMでの取り扱いは特別の注意（境界条件など）が必要であるということを述べるだけに
留める。 
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8．メチル基内部回転を有する分子の高分解スペクトル解析のための 
tunneling matrix formalism 
 

 標題が長くなったがご容赦願いたい。高分解能分子分光学研究の中で tunneling matrix 
formalism という formalismが展開されたのは Jon T. Hougenがヒドラジン N2H4の大振幅振

動―回転スペクトルを解析するための手法として発表した論文が最初であろう（Journal of 
Molecular Spectroscopy, 89, 296-327 (1981)）。N2H4は 2個の NH2基それぞれの umbrella 
motion (inversion motion )と N-N軸周りの内部回転運動という大振幅運動を有するので、そ
の回転エネルギーレベルは非常に複雑に分裂する。その複雑な分裂パターンを定式化する

ために、置換―反転群に基づく群論的考察を用いて展開された手法が tunneling matrix 
formalismである。 
この節では、ヒドラジン N2H4における大振幅運動に比べれば単純ではあるが研究例の多

いメチル基内部回転への適用について述べる。なお、tunneling matrix formalismという呼
び方は Jon T. Hougen の N2H4の論文の中では使われていないが、本稿ではそのように呼ぶ

こととする。 
 
メチル基内部回転を有する分子の（振動―）回転スペクトルの解析の伝統的手法は、前

節で導いた[7.36] （PAM）あるいは[7.39]（RAM）の形のハミルトニアンに対して、

,...)2,1,0(    
2
1| rr ! mem imW

S
の形の free rotor wavefunction に対称こま分子の回転波動関

数｜J,K>を乗じたものを基底関数として、ハミルトニアン行列を構成し、回転定数やポテ
ンシャル障壁の高さなどを決定するという道筋で進める。 これに対して、以下に述べる

tunneling matrix formalismは、先に NH3のところで述べたように framework functionに回転
波動関数｜J,K>を乗じたものを基底関数とするものである。この場合に、スペクトル解析
から直接得られるものは<1|h|n>  (n=1,2,3,…)のような形で表される tunneling matrix element
と呼ばれるものであり （n = 1は non-tunneling過程を表し、回転定数などに対応する）、
解析からポテンシャル障壁の高さは直接得られないので、伝統的手法が確立されているメ

チル基内部回転に対しては、この formalismは有効な解析手法とは言えないのではないか 
と考えることには一理があろう（tunneling matrix elementの値からポテンシャル障壁の高
さを見積もる手順については後に触れる）。 しかしながら、この tunneling matrix 
formalismを用いるスペクトル解析には次のような利点があると考える。(i)小さなハミル
トニアン行列を用いること（たとえば、大振幅振動がメチル基内部回転だけである場合、

複数個のメチル基内部回転が存在しても、行列サイズは(2J+1)x(2J+1)）、 (ii)前節でハミ
ルトニアンを導く際に仮定した力学的モデルから外れるような 場合にも適用できること、
(iii) メチル基内部回転に加えて別の大振幅振動が存在するときの formalism構築も容易で
あること、である。 なお、この tunneling matrix formalismをポテンシャル障壁の高さが
低くて、ポテンシャル極小の配置にとどまっている時間が非常に短いと考えられるような

場合に適用することは適当ではない。 
 本稿では１個のメチル基内部回転がある場合について詳しく述べ、2個のメチル基内部
回転がある場合について簡単に触れることとする。また、分子としては、幾何学的対称性

（正確には、平衡配置での幾何学的対称性）の全くないものを想定する。（鏡映面を有す

る CH3OHのように何らかの幾何学的対称性を持つ分子への適用は本質的な変更を要しな
いのであるが、これについては簡単に触れる。） 幾何学的対称性に起因する置換―反転

操作は全くないので、この場合は E, (123), (132)の 3個のみで、PI群 G3を構成する（1, 2, 
3はメチル基の中の 3個の水素原子核を指す）。 下の表 8.1に PI群 G3の character table 
を与える。 
 



 34 

表 8.1  PI群 G3の character table 
 E (123) (132) 
A 1 1 1 
E+ � Z Z� 
E- 1 Z� Z 

)
3

2exp( SZ i  

 
CH3OHの場合と異なり、(123)と(132)とは同じ類には属さない。PI群 G3は 3個の類(class)
を有していて、3個の既約表現（すべて１次元である）を持つ。群論の定理「既約表現の
数は類の数に等しい。」に合致する。E+, E-はそれぞれ 1次元表現で、その指標は互いに
複素共役で群論的には異なる 2つの既約表現であるが、これに対応するエネルギー固有状
態は実は縮退している。次の式から理解できよう。 

 
　　など　　とすると　

とすると　

***)123(]*)123([    )123(
**           

\Z\\Z\\
\\\\

   

  WHWH
        [8.1] 

 （*は複素共役を意味する。外部磁場のないとき、ハミルトニアン Hは real                     
(Hermitian とは意味が異なる)であることを用いている。） 

この E+, E-のように、群論的には異なる既約表現であるが、対応するエネルギー固有状態

が縮退しているとき、separable degeneracy と呼ぶ。 
  
 次に、座標系について考えよう。微小振動は始めから考えないこととする。ここでも、

原子核の位置についての関係式 
k

PAM
k S aRr ),,(1 I-F��   (k=1,2,3;4,5,…)                  [8.2] 
を用いて考えよう。ここで、k = 1, 2, 3はメチル基中の水素原子核に対応し、k ≥� 4は他の
原子核に対応するとする。 
 前節で CH3OHの場合に行ったように、ここでも、reference axisをメチル基以外の部分
に固定して、 
   ),,(),,()123( 11 I-FI-F ��  SS                                                                                        [8.3]                                
となるようにする。 
 k

PAMa および内部回転を特徴付ける角度変数W に対しては 

   

）　　　　（すべてのk

k

k
PAM

k
PAM

k
PAM

k
PAM

PAMPAMPAMPAMPAMPAM

)()2(

)4(             )()
3

2(

)()
3

2(  ),()
3

2(   ),()
3

2(

3
2)123(

133221

WSW

WSW

WSWWSWWSW

SWW

aa

aa

aaaaaa

 �

t �
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    [8.4] 

の条件を満たすこととする以外は柔軟性を持たせる。たとえば、メチル基の 3個の CH 
bondの長さは平衡配置において異なっていてもよいし、内部回転中にそれぞれの長さが
変化してもよい とする。また、 k

PAMa に記した PAMは、「reference axis は、平衡配置
では、principal axisに一致する」を意味するものである。 
 
Hmiltonian 行列の構築の手順を以下に順を追って述べてゆこう。 
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(a) 現象論的ハミルトニアン・オペレータ 
力学的モデルに基づき精緻に作り上げるのではなく、目の前のスペクトルを矛盾なく説

明できればよいとの考えのもとに用いられるのが現象論的ハミルトニアンである。 
 角運動量の分子軸成分に対応する演算子の多項式で表されたハミルトニアンが回転スペ

クトルをよく説明するとの経験をもとに、ここでは、2次の項までを残した 

 
yxz

xxxzzxyzzyyzxyyxxyyxzv

isJirJiqJ

JJJJDJJJJDJJJJDCJBJAJhH

���

��������� 

       

][][][222

   [8.5] 

から、JxJyなどの交差項を省いた    
 yxzyxzv isJirJiqJCJBJAJhH ������ 222

                 [8.6] 
をハミルトニアンとして用いる。 
ここに、 zyx ,, は分子固定座標軸（reference axis）を表し、 ,,,, CBAhv srqDDD zxyzxy  ,,,,, 　 

は定数ではなく、メチル基内部回転を記述する変数W についての関数あるいは演算子であ
る。[8.5], [8.6]の最後の 3項の 1次の項は内部回転と全体回転との間の Coriolis相互作用を
表すものであると解釈できる。 
 
交差項を省くことについて 

PAMを採用しているにもかかわらず、[8.5]で JxJyなどの交差項を含めたのは、座標系が principal axis 
systemであるのは平衡配置のみにおいてであり、交差項が !� 2||1 xyD などのような tunneling matrix elementに

寄与することが原理的にはあり得る と考えたためである。ところが、遷移周波数のみを用いるスペクトル

の解析から分子パラメータを決めるという立場からは交差項に由来する !� 2||1 xyD などは決定できない の

である。その理由は次の通りである：後に述べるように、この formalismは A対称種に対しては 

][][][222
xxxz

A
zxyzzy

A
yzxyyx

A
xyy

A
x

A
z

AAA
eff JJJJdJJJJdJJJJdJcJbJahH ���������   
   （係数は定数） 

E(E+, E-)対称種に対しては 

                 

][][][222

y
E

x
E
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E

xxxz
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zxyzzy
E

yzxyyx
E

xyy
E

x
E

z
EEE

eff

JisJirJiq

JJJJdJJJJdJJJJdJcJbJahH

���

��������� 
 

   （係数は定数） 
という別々の effective Hamiltonianで記述することと同等であるが、上の式に現れるすべてのパラメータ

（係数）がスペクトル解析から決定されるのではなく、A, E対称種のそれぞれで E
xy

A
xy dd  , などの項を取り

除くように主軸変換がなされたのちのハミルトニアン 

    
222 ''''' y
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x
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z

AAA
eff JcJbJahH ���  （A対称種） 

          ''''''' '222
y

E
x

E
z

E
y

E
x

E
z

EEE
eff JisJirJiqJcJbJahH ������  （E対称種） 

の中に現れるパラメータだけが（遷移周波数のみを用いる）スペクトル解析から決定できるからである。 
 
 [8.3]に示されているように、全体回転を記述する変数( I-F ,, )は群 G3の変換操作に対し

て不変であるので、角運動量演算子 ),,( zyx JJJ も変換操作に対して不変である。したがっ

て、 zyx JJJ ,, はすべて A対称種に属する。ゆえに、 srqCBAhv   ,,,,, および　 はすべて A対称
種に属する。 
 
 tunneling matrix formulationを行うにあたり、置換―反転群操作以外で役に立つ変換操作
Hermitian conjugation operation および  time reversal operation について述べておきたい。前
者については説明を要しないと考えるが、後者について下に簡単に説明する。 
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time reversal operation：ここでは、この operationの由来や意味合いには触れないで、操作
の内容を述べるだけに留める。この operation を Tと表すとき、 ),,(*1

iiiHHTHT spr ��  �  

と表される。*は複素共役を意味する。 is は i番目の粒子のスピン角運動量演算子である。
複素共役をとると、     -      ii ss o となるのである。これに対する一つの説明は、スピン角運

動量を含め、角運動量演算子は realな演算子である微小回転演算子に純虚数 iを乗じたも
ので表されるからである というものである。（Hに操作 Tを操作することをいままでは
THと書いてきたが、ここでは THT-1と記した。T(H)� 7+7��7) がその理由である。）い
ずれにしても、外部磁場の下にない分子のハミルトニアンはこの変換に対して不変である。 
 
Hermitian conjugationためには†という記号を、time reversal operation の結果の複素共役を
表すために*という記号を、両方を同時に行った結果を表すために‡という記号を用いるこ
ととする。 
 

HH  † ; zzyyxx JJJJJJ    †††      ,      ,  から 

  ),,(                         );,,,(       †† srqhhhCBAhhhh v  �   ,           [8.7] 
HH  * ; zzyyxx JJJJJJ � � � *     ,*      ,*  から 

  ),,,,,,(            * srqCBAhhhh v  ,                                                                  [8.8]  
[8.7], [8.8]から 
     ),,(                        );,,,(        ‡‡ srqhhhCBAhhhh v  �              [8.9] 
が得られ、後に用いられる。   
 
(b) 基底関数 
 ハミルトニアン行列を作るための基底関数として 

   
!! 

!!! 
KJΓ

KJΓ
,|int.rot.;|                

||,;| 回転波動関数波動関数対称化された内部回転
        [8.10] 

の形のものを採用する。ここで、* は対称種を示す。先に述べたように( I-F ,, )は群 G3の

変換操作に対して不変であることから回転波動関数｜J,K>は A対称種に属するので、全波
動関数の対称種は内部回転波動関数の対称種に一致する。このため、[8.10]の両辺におい
て同じ* が用いられている。 
 
対称化された内部回転波動関数をつくることに移ろう。先ず、framework functionを次
式により定義する： 

 )
3

4(1|(132)3|    ),
3

2(1|(123)2|     ),(1| SWSWW �! ! �! ! ! FFF        [8.11] 

ここに、|1>は内部回転ポテンシャルの 3個の極小位置（平衡配置）のいずれか一つに局
在する波動関数を意味する。 
 次に、framework function |1>, |2>, |3> から対称化された内部回転波動関数をつくる。直
感的に簡単につくることができるかもしれないが、ここでも、NH3の場合で述べた筋道に

従うこととする。下の表 8.2に|1>, |2>, |3>を基底とする表現の指標を示す。 
              表  8.2 |1>, |2>, |3>を基底とする表現の指標 

 E (123) (132)  
A 1 1 1  
E+ � Z Z�  
E- 1 Z� Z  
F�_�!�_�!�_�!� 3 � � $�(��(� 
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上の表 8.2の最右列の最下行に示したように、framework function |1>, |2>, |3>から$� (�� (�

対称種に属する波動関数がそれぞれ一つずつ作られる。対称化された内部回転波動関数を

具体的に作るために、前に述べた[4.32]を用いる。ここに再現すると、 
 

¦ **  )
T

TT IF *)()()(   （和は群 Gのすべての変換操作 Tについて取る）  

である。 
 これを用いて|*; int. rot.>   (*    $� (�� (� ) が次のように得られる。 

   

� �
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� �!�!�!
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!�!�!
�

! ! 

!�!�!
�

! 

�

�

3|2|1|
)1(3

1rot -int);2(E|rot. .int;E|

3|2|1|
)1(3

1rot -int);1(E|.rot.int;E|

3|2|1|
)21(3

1.rot.int;A|

2

2

ZZ

ZZ

S

S

S

                               [8.12] 

ここに、|1>は real, したがって、|2>, |3> も realとする。 
<1|1> = 1 とし、Sは重なり積分で 
          !! �! ��!  � 3|11|32|1)132(2|1S           [8.13]      
である。 !!! �� .rot.int;E|,.rot.int;E|,.rot.int;A| は規格直交系をつくる。 
 
 [8.12]では(�� (�については対応する状態のエネルギーが縮退していることを考慮してこ

れらを(���� (���と書き換えた表記も併せて記した。  
 
(c) ハミルトニアン行列要素に対する表式 
先ず<i|hv|j>   (i, j = 1,2,3) などの tunneling matrix elementの間の関係について触れる。 

Hermitian conjugation operation と time reversal operationとの同時操作 ‡に対する変換性の異
なる二つの場合に分けて述べる 
(i) CBAhh v ,,,    
   次の関係が成り立つ。 

  

!! �! �� 
!! ! !! �! �� 

!! � �!�! �

!! �� 
!! ��! �

2||33||22||1)123(                
)1|1|)123)(132(2|)132(   (      1||33||11||2)132(                

     1||21||2)*1||2(2||1
3||31||1)132(               
2||21||1)123(1||1

‡†

hhh
hhh
hhhh

hh
hhh

Q

 

                                                                                                                                                [8.14] 
(ii) srqh ,,  
次の関係が成り立つ。 

  

!��! ! �� 
!! ���! �� 

!��!  �!�! �

! �! �
! ��!  �!�! �

2||33||22||1)123(                
     1||33||11||2)132(                

     1||21||2)*1||2(2||1
03||3      , 02||2       

01||11||1)*1||1(1||1

‡†

‡†

hhh
hhh

hhhh
hh

hhhh
同様に

 

                                                                                                                                                [8.15] 
[8.14], [8.15]において|1>は real, したがって、|2>, |3> も realであることが用いられた。 
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[8.14], [8.15]から、[8.10]の形の基底関数を用いたハミルトニアン行列要素は次のようにな
る 
 

] ',||,)2||121||1( ',||,)2||121||1(               
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                                                                                                                                                      [8.17] 
なお、念のため 0',;E(2)||,;E(1) ! � KJHKJ   である。 
[8.16], [8.17]において、K, K’の範囲は JKKJ dd� ',  である. 
 
[問題] [8.14], [8.15]を用いて [8.16], [8.17]を導け。 
 
[8.16], [8.17] が示すように、Coriolis interaction 項 yxz iJirJiqJ �� は A対称種には寄与せず、
E対称種にのみ寄与する。この点はスペクトル線の対称種帰属には役立つことであろう。 
 
(d) スペクトル解析上の問題 
 双極子モーメント・オペレータの空間固定軸成分PX �PY, PZは G3の A対称種に属するの
で遷移の選択則は  )EE,E(E EEA,A ���� llll である。したがって、純回転スペク

トルの解析から A-E分裂の大きさを決定することはできない（ハミルトニアン[8.6]の第 1
項 hvの行列要素に関連するパラメータの値を決めることはできない）。 
 ここで、さらに述べておきたいことは、重なり積分 Sに付随して現れる問題である。
framework function |1>, |2>, |3> が互いに直交していないことから、これらの linear 
combinationとして定義された対称化された内部回転波動関数 |A;int.rot>, |E+; int.rot.>, 
|E-; int.rot.>は規格化係数に重なり積分 Sを含む。その結果、[8.17], [8.18]に示されたハミル
トニアン行列要素の表現の中にも重なり積分 Sが現れる。問題はこの Sをスペクトル解析
からは決定できないことに存する。 例えば、AJz

2項について考えよう。[8.17], [8.18]を見
て分かるとおり、この項に関するパラメータは<1|A|1>, <1|A|2>, Sの 3個であるのに対して、
スペクトルから決定できるのは A対称種の有効 A回転定数と E対称種の有効 A回転定数
の 2個だけである。したがって、[8.17], [8.18]をスペクトル解析に供する形にするために
はパラメータの適当な変換が必要である。パラメータの変換には任意性があるが、パラメ

ータの元の意味をほぼ保つ次のような変換が適当であろう。 
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                                     [8.18] 
すなわち、[8.16], [8.17]において、S = 0として<1|A|1>, <1|A|2>などをそのままパラメータ
として用いることと同等である。この場合、パラメータの意味が元とは異なる（ 0|S で

あるので近似的には同じであるが）ことは注意すべきである。 たとえば 

  

!�¸
¹
·

¨
©
§

�
�

�
�!�¸

¹
·

¨
©
§

�
�

�
 

!�¸
¹
·

¨
©
§

�
�

�
�!�¸

¹
·

¨
©
§

�
�

�
 

2||1
1

1
21

2
3
11||1

1
1

21
1

3
1

2||1
1

2
21

2
3
11||1

1
2

21
1

3
1

12

11

A
SS

A
SS

A

A
SS

A
SS

A
        [8.19] 

は、解析で得られるパラメータ A11, A12とトンネリング・パラメータ<1|A|1>, <1|A|2>との
違いを示す。S = 0とすれば A11=<1|A|1>, A12=<1|A|2> となることは言うまでもない。 
 
かくして、A11,A12, B11, B12…を新たなパラメータとして、言い換えれば、[8.16],[8.17]で S 
= 0とした式を用いて、スペクトルの最小二乗法解析が行えるようになるのである。 
  
(e) 分子が鏡映面を持つ場合  
ここで、CH3OHの場合のように、平衡配置が鏡映対称性を有する場合について述べて
おく。この場合には、前節（７）で CH3OHの場合について述べたように、3個の置換―
反転操作(23)*, (13)*, (12)*が加わる。CH3OHの場合に記したように、reference axisの y-軸
を鏡映面に垂直に選ぶと、 
  )0,,0(),,(),,(),,(*)23( 1111 SI-FIS-SFSI-F ����  ��� SSSS  
であるから（表 7.1 参照）、 
   ),,(),,(*)23( zyxzyx JJJJJJ ��                     [8.20]
となる。したがって、q, r, sは 
   ),,(),,(*)23( srqsrq ��                          [8.21] 
のように変換される。 
[8.22]と (23)*(123)=(132)(23)* と[8.16]と (23)*|1>=|1>  とを用いて 
  02||13||12||1)*23(2||1 ! ��! ! ��! � ssss                                              [8.22] 
が得られる。 [8.23]において(23)*|2>=(23)*(123)|1>=(132)(23)*|1>=(132)|1>=|3> が用いら
れた。こでは、(23)*|1> = |1>としたが、(23)*|1>=|(23)*= - |1> としても結論は変わらない。 
 
[8.22]は平衡配置が鏡映面（= zx面）を有するときは、Coriolis項の中、 yisJ 項からの寄与
は存しない、すなわち、この項を除いてもよい ことを示す。 
 
(f) tunneling parameter からポテンシャル障壁の高さを見積もること について 
 上に述べてきた formalismを用いて、メチル基内部回転を有する分子の（たとえば、基
底状態の）純回転スペクトルの解析から、平衡配置での回転定数に近似的に対応するパラ

メータ A11, B11, C11の値に加えて、tunneling parameter  ;2||1,2||1,2||1 !�!�!� CBA  

!�!�!� 2||1,2||1,2||1  srq に近似的に対応する A12, B12, C12; q12, r12, s12の値を得ること

ができる。 これらの値からポテンシャル障壁の高さの見積もり方について述べよう。 
 前節で述べた[7.36]の PAM ハミルトニアン 
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2 WU
D

DD
D

D
D

VJpFJ
I

H
zyxzyx

PAM ��� ¦¦
  

              

 
に 2次（までの）摂動論を適用して得られる有効回転ハミルトニアンが次式のようになる
ことが、たとえば、W. Gordy and R. L. Cook 著“Microwave Molecular Spectra”（JOHN 
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WILEY & SONS）の 587頁に、あるいは、H.W.Kroto 著“Molecular Rotation Spectra”      
(JOHN WILEY & SONS)の 207-208頁に与えられている。 
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ここに、 
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( E ,A * で,  IW はメチル基の内部回転軸周りの慣性モーメント) 

 
[8.16], [8.17] ,[8.198と[8.23], [8.24]とを比較することにより、tunneling matrix formalismと伝
統的手法（PAM法）との対応関係を表す次の関係式を得る。（[8.23]で交差項
（ )'(' DDDD zJJ  を含む項）を無視する。） 
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[8.25], [8.26]はポテンシャル障壁の高さを見積もるために用いることができる。解析か
ら決定される量 A12, B12, C12; q12, r12, s12から、 !�� E,||E,,)2(

E
)2(

A vpvWW の“実験値”を

求め、これが内部回転ハミルトニアン 

 )3cos1(
2
1

3
2

rotation   internal W�� VFpH                       [8.27] 

から計算されるものに一致するようにポテンシャル障壁の高さ V3を決めるのである。 
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このとき、 yxzyxz IIIIF OOOW ,,;,,;, の値が必要である。この中、 yxz III ,, は 112
1 A
I z

|  etc.

から、メチル基の内部回転軸の方向余弦 yxz OOO ,, は 
  yzzyxz IsIrIq 121212  : :::  OOO                                                      [8.28] 
の関係から、その値を求めることが出来る。 
 WI （メチル基の内部回転軸まわりの慣性モーメント）の値は分子が異なってもその値に
大差がないと考えられるので、 WI の値としては、たとえば、CH3OHの値を用いる。 
Fの値は yxzyxz IIII OOOW ,,;,,, の値から[8.24]に記した関係式を用いて算出する。 
 
以上がポテンシャル障壁の高さ V3を決める手順である。 
  
 
(g) 2個のメチル基内部回転が存在する場合への拡張 
 本節の最後に、2個のメチル基内部回転が存在する場合について簡単に触れておく。 
(1) 置換―反転群：  

G9  ：[E, (123), (132), (456), (465), (123)(456), (123)(465), (132)(456), (132)(465)] 
(1,2,3は一つのメチル基の H原子核、4, 5, 6は他方のメチル基の H原子核) 

(2) character table 
表 8.3 
 O1= 

E 
O2= 
 
(123) 

O3= 
 
(132) 

O4= 
 
(456) 

O5= 
 
(465) 

O6= 
(123)(456) 

O7= 
(123)(465) 

O8= 
(132)(456) 

O9= 
(132)(465) 

核スピン 
統計重率 

A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 16 
E1+ 1 Z Z2 1 1 Z Z Z2 Z2 
E1- 1 Z2 Z 1 1 Z� Z� Z Z 16 
E2+ 1 1 1 Z Z2 Z Z2 Z Z2 
E2- 1 1 1 Z2 Z Z2 Z Z2 Z 16 
E3+ 1 Z Z2 Z Z2 Z2 1 1 Z 
E3- 1 Z2 Z Z2 Z Z 1 1 Z2 8 
E4+ 1 Z Z2 Z2 Z 1 Z2 Z 1 
E4- 1 Z2 Z Z Z2 1 Z Z2 1 8 
 
(iii) Framework function 
       |n> = On|1>      (n=1,2,3,….,9)                                                                                               [8.29] 
 
(iv) Symmetrized internal rotation functions constructed from framework functions 
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        ここで、 
! �! �! �! �! � 7|1,6|1,4|1,2|1,11|1 4321 SSSS , 
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                                                                     [8.31] 

 
(v) Hamiltonian matrix element表式 
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                                                                                                                                                      [8.33] 
 
[8.33]に現れる係数 )(iE nf , 係数 )(iE ng の値は表 8.4, 表 8.5に示す。 

表 8.4   )(iE nf  
 n = 1 n = 2 n = 4 n = 6 n = 7 
E1 1 -1  2 -1 -1 
E2 1  2 -1 -1 -1 
E3 1 -1 -1 -1  2 
E4 1 -1 -1  2 -1 

 
表 8.5 )( iE ng  

 n = 2 n = 4 n = 6 n = 7 
E1 -1  0 -1 -1 
E2  0 -1 -1  1 
E3 -1 -1  1  0 
E4  1 -1  0 -1 
 

 
スペクトル解析を行う場合には、1個のメチル基内部回転の場合と同様の理由から、

04321     SSSS と置いて[8.32], [8.33]を用いなければならない。ただし、この場合、
tunneling parameter の意味が変更されることに注意しければならない。 
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最後に、[8.32], [8.33]を導くに際に便利な関係式を記しておこう。 
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                                    [8.35] 
証明は以下の通りである。 
[証明] 
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＝であるとき　ところで、

 

                                                                                                                               [証明終り] 
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９．補 足 
 
[7.40]の証明 
証明すべき関係式 
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                        （証明終わり） 
 
[7.41]の証明 
証明すべき関係式 
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同様に、 
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（証明おわり） 
 


